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Résumé : aux difficultés que présente la modélisation d’une économie vrai-
ment financiére, c’est-a-dire comportant a la fois

- plusieurs biens par états de la Nature ;

- des possibilités techniques de production ;

- un systéme incomplet de marchés,
I’adoption d’un point de vue macroéconomique ajoute une modalité nouvelle du
probléme de ’agrégation : celle des équations d’Euler individuelles. De plus, le
fait que le financement soit intermédié présuppose une hétérogéneité irréductible
des clients de I'intermédiaire. Cet article a pour objectif la construction du plus
simple des modeles & plusieurs individus représentatifs illustrant le cumul de ces
difficultés : méme en limitant & son minimum I’hétérogénéité des individus, le
tracé effectif d’une courbe IS cesse d’étre une affaire simple.

1 Introduction

Née d’une crise financiére, la théorie macroéconomique formalisée élémen-
taire, familierement nommée "IS-LM", a le grand mérite, malgré son extréme
dépouillement, de laisser place & des considérations financiéres. Dtiment per-
fectionnée, elle a naturellement vocation a contribuer & la compréhension de la
récente crise issue du fonctionnement d’un systéme financier intermédié ; c’est
pourquoi le panorama de "L’intermédiation financiére dans ’analyse macroé-
conomique" est un point fort de la lourde synthése "officielle”" récemment pro-
duite par 'INSEE ([3]).

L’intermédiation, inséparable de I'incomplétude des marchés ([1]) interdit
cependant de pratiquer une "micréconomie & un seul individu" (représentatif) a
cause des difficultés d’agrégation des "équations d’Euler" des individus clients
des intermédiaires : méme si ces individus ont des préférences identiques, ils ont
en général des comportements financiers tres différents. La démarche consistant
a regrouper les individus par "types" auxquels sont respectivement associés des
individus représentatifs différant essentiellement par leurs profils de dotations
est devenue habituelle dans la formalisation des mécanismes de la crise financiére
de 2007-2009. Ce papier a pour objectif d’illustrer I'intérét et les difficultés de
cette pratique dés la mise en chantier de modélisations macroéconomiques de
base qui échappent cependant aux critiques ([2]) adressées au céléebre modéle
avec arbre de Lucas.



Le souci d’explicitation des écritures d’équations macroéconomiques dans un
cadre d’économie financiére, exige les hypothéses de log-linéarité, en matiére de
préférences individuelles comme en matiére de production.

2 Cadre général de la modélisation loglinéaire

La formalisation la plus simple d’une économie financiére en statique com-
porte :

- deux dates respectivement repérées par les valeurs 0 et 1 de l'indice t ;

- un nombre K supérieur ou égal a 2 d’états de la Nature a la date 1 ; ils sont

repérés par les valeurs 1,..., K de l'indice k; mais il sera commode d’introduire
Iindice k* pouvant prendre les valeurs 0, 1,..., K ; les états sont donc notés sy
ou Sg» ;

- un nombre L supérieur ou égal a 2 de biens non stockables respectivement
repérés par les valeurs 1,..., L de U'indice [. Un de ces biens sera systématique-
ment pris comme numéraire ;

- N individus repérés par les valeurs 1,..., N de l'indice 1.

Il n’est pas restrictif de donner aux indices k (états) et [ (biens) des nombres
réduits de valeurs (deux pour les biens), ce qui allege grandement les écritures
; la généralisation des écritures aux cas k € {1,...,K} et l € {1,...,L} est
immeédiate, au prix de I'usage de symboles > > ou [][].
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Nous raisonnerons le plus souvent dans le cas de deux biens non stockables
respectivement repérés par les valeurs x et y de l'indice [. Le bien x étant
systématiquement pris comme numéraire.

2.1 Préférences individuelles

Les préférences de l'individu ¢ sont représentées par la fonction d’utilité
"intertemporellement séparable"

Ui() = Log {[c} (s0)]" " . [c¥(s0)]" ¥ }+B;. Zm (sk)-Log {[cF (s)]! . [c¥ (s)]" v },

k
ou sont supposés positifs

- les "paramétres de gout" i, pour ¢ € {0,1} et I € {z,y}, avec
Hioz T Bioy = L1y Hitg + By =13

- le coefficient d’actualisation "subjectif" 5, <1 ;
- les croyances (probabilités subjectives) m;(sg) pour k € {1,..., K} avec

naturellement Zm(sk) = 1. Ces croyances sont les seuls parameétres de la

k
fonction d’utilité dont les valeurs peuvent dépendre des états.futurs.
Dans certains cas, il sera commode d’adopter, comme représentation, stricte-
ment équivalente, des préférences de I'individu 4, la fonction d’utilité

,U.i*
= e

* lu‘io * B 7T1(5k)
avec fi;,; = 1+lﬁ< ) iy = ) S VK et donc ZZ“@’C = L

Cette stricte équivalence consiste simplement dans le falt queU;() = Log {[ ()] 1+ }




Les dotations en biens conditionnels de I'individu 4 sont notées w!(sg«) pour
ie{l,...,N} k*e€{0,1,...,K.} et l € {z,y}.

2.2 Types d’individus

Le raisonnement macroéconomique présuppose que le fonctionnement de
I’économie peut étre décrit par des équations de comportement ot figurent des
agrégats, eux-mémes obtenus par sommation sur des variables induividuelles.
Le cas le plus simple est celui ou 'on peut définir un individu représentatif
unique pour ’ensemble de I’économie ; dans notre modélisation, il se présente
en particulier si, a la fois,

- tous les individus ont les mémes préférences, ce qui se traduit par la sup-
pression des indices ¢ des parameétres i, ; et m;(sk) ;

- le systéme des marchés est complet.

Dans ces conditions, tout se passe comme si ’économie n’était peuplée que
d’un individu unique, dont les préférences sont identiques aux précédentes,
auquel sont attibuées les dotations Q!(sg<) = Y. wl(sk+) et dont les consom-

1

mations & I'équilibre, par exemple, sont C!(sp) = 3 ck(sp+).

Pour ce qui concerne les équilibres walrasiens surlles marchés de biens condi-
tionnels, on passe des fonctions d’offre et de demande individuelles aux fonctions
d’offre et de demandes agrégées par de simples sommations.

Ces autres conditions d’équilibre individuel que sont les équations d’Fuler
ne posent aucun probléme car, comme nous le verrons au § 4, elles se réduisent
aux demandes individuelles de numéraire conditionnel.

Tout autre est le probléme quand, a la fois,

- tous les individus ont les mémes préférences ;

- le systéme des marchés est incomplet.

L’agrégation des équations d Euler ne peut alors se faire que par "multipli-
cation" ou "homothétie" & partir des comportements d’individus "extrémement
homogeénes", c’est-a-dire qui non seulement ont des préférences identiques mais
aussi ont les méme dotations, c’est-a-dire que

Wh(sge) = wh(sp+) Vi VI VEk* |

Dans ce dernier cas, existe un individu parfaitement représentatif qui n’est
qu’'un "agrandissement" d’un des individus de base et dont les conditions d’équilibre
(y compris les équations d’Euler) s’obtiennent immédiatement en multipliant les
valeurs d’équilibre des quantités individuelles par le nombre total N des indi-
vidus.

Les critéres d’extréme homogénéité permettent de définir différents "types"
d’individu : les individus du type 7, dont le nombre total est N, avec 7 =
1,...,T, sont "extrémement" homogenes et leurs dotations individuelles, iden-
tiques, sont égales & w' (s) pour k* € {0,1,...,K}etle€{1,...,L}.

Pour analyser 'intermédiation financiére, nous nous limiterons au cas ou
existent simultanément deux types, respectivement repérés par les valeurs d et
f de 7, d’individus ayant tous les mémes préférences :



- les individus (de type) d, en nombre N, ont des "capacités de financement"

- les individus (de type) f, en nombre Ny, ont des "besoins de financement"
ce qui se traduit par les distributions de dotations individuelles suivantes (avec
des quantités évidemment positives ou nulles) :

k* 0 1 k K
Wise) | 3(0) | 0 0 0
wh(sg=) | w9(0) | O 0 ... 10
wi(sks) | 0 wi(l) | .| wi (@) | - | wE(D)
wi(sg+) | 0 wi (1) | wi(@) |- | wi(1)

Les Ngq + N; individus peuplant 1’économie ont des préférences identiques.

C’est & l'ensemble des individus d’un type 7 donné que nous associerons
un individu représentatif avec, en particuler, son équation d’Euler. L’économie
se retrouve dotée de deux individus représentatifs auxquels sont associées les
dotations agrégées QL () définies par

QL(t) = N,.wl(t), pour 7 € {d, f}, 1 € {z,y}, t € {0,1}

Finalement une valeur de I'indice 7 désignera indifféremment un type d’individu,
un individu de ce type (7 est substitué a ¢ dans les écritures) ou l'individu
représentatif des individus de ce méme type.

.2.3 Possibilités techniques de production

Nous supposons que les possibilités de production se réduisent & un processus
a rendements aléatoires constants permettant la transformation d’une quantité
I*(sp) de bien = disponible a la date 0 en bien z disponible en 'un et I’autre
des états futurs. Ce processus est entierement décrit par ses rendements R*(sy,)
; il peut étre librement mis en ceuvre par tout individu, auquel il permet, en
I’absence de toute transaction financiére, les modifications suivantes des quan-
tités de x disponibles pour la consommation dans les différents états datés

wi (1) + I} (s0)-R*(s1)

/ .
wi(s0) = If(s0) —  wi(sk)+ I (s0).R*(sx)

WE (1) + IF (50)- R* (5x0)

Une hypothése strictement équivalente consiste a dire que le bien = est stock-
able et que les rendements R (sy) sont ceux de l'activité de stockage.

2.4 L’intermédiation financiére

La structure financiére de notre économie est réduite & un intermédiaire
financier désincarné et transparent qui

- emprunte en numéraire x, aux individus d, au rendement certain R ezogéne
; nous noterons b7 le montant de 'emprunt ainsi consenti & l'intermédiaire par
un individu d ;



- préte en numéraire x, aux individus f, au rendement certain R§ exogéne ;
nous noterons b? le montant du prét ainsi obtenu par un individu f auprés de
Iintermédiaire financier.

L’équilibre comptable de I'intermédiaire implique Ng.b5 = N, f.bﬂ]?.

3 L’équilibre général

Les équilibres simultanés des individus représentatifs d et f sont "couplés"
a la fois

- par la valeur du rendement R{, & la fois offert aux individus a capacité de
financement et demandé aux individus & besoin de financement ;

- par le montant commun B = Ng.bj = Nf.bfc.

Le bien z étant pris comme numéraire, on note p¥(si+) les prix de y, au
comptant, walrasiens, observés a la date 0 ou rationnellement anticipés quand
ils se fixent sur les marchés futurs.au comptant.

Les conditions d’équilibre de 'individu ¢, exprimant la maximisation de sa
fonction d’utilité sous ses K + 1 contraintes budgétaires sont

- d’une part, ses demandes individuelles de biens sur les marchés au comptant
présents et futurs ;

- d’autre part, ses équation d’Euler.

3.1 Equilibres sur les marchés au comptant de biens

Ecrivons les contraintes budgétaires et les demandes agrégées de numéraire
au comptant des deux individus représentatifs en notant I*(sg) le montant total
d’investissement productif (réalisé par f) :

C§(s0) +p¥(s0).CF(s0) = Wy(so) = B

Ci (s0) +pY(50)-Ci(s0) = Wa(so) = Q(0) + p¥(50)-24(s0) — B — I*(s0)

C§(s0) = poz-Wy(so) et Cg(so) = po,-Walso)
C%(s0) + Cg(s0) = Q(0) — I"(s0)
ou pg,- [Wr(s0) + Wa(so)] = Q5(0) — I7(s0)

CF(sk) +pY(sk).Ct(sk) = Wy(sk) = Q5(1) + p¥(sk).Q%(1) — B.Rf V&,
C3(sk) + p¥(sk)-CY(sk) = Wal(sy) = B.R§ + I"(s0).R*(si) Vk.

CF(sk) = w1, Wy (sk) et Cg(sk) = p1,-Wa(sk) Vk
C (k) + CZ (sk) = Q5(sx) + [7(s0) . R*(51,) Yk
ou fiy,. (Wy(sk) + Walsk)] = Q5 (sk) + I (s0).R*(sk) Vk

L’équilibre entre demande et offre agrégées sur chaque marché de numéraire
(bien z) conditionnel s’écrit
- en sg

toz- [Wr(s0) + Wa(so)] = 2g(0) — I%(so)
d’ou l'on tire

Joy - L= Hos [25(0) = I (s0)]
P*(s0) Hog ' QZ(SO)

- en s



fig- (We(sk) + Wa(sk)] = QF(1) + 1% (s0)- R (s1)
d’ou l'on tire

|y, [+ I (s0) B (s1)
ra A3 (1) '

Les formalisations qui précédent reposent sur une hypothése qui n’a pas
encore été explicitée : 'activité de production ne peut pas étre pratiquée par les
individus de type f, qui ne dépensent & la date 0 que du numéraire emprunté.
Cette hypothése, que nous conservons dans la suite est commode, en particulier
pour P'écriture des équations d’Euler, et en réalité, peu restrictive.

3. 2 Equations d’Euler

Elles s’écrivent immédiatement, avec des quantités individuelles,

- pour un individu de type f :

,U’O:c ™
—= = B, R E —
c}’(so) Lz=220 - ct

pY(sk) =

(sk) 1 7 (sk)
ou = (.R}. ;

(k) w(s0) -2 wy(sk)

- pour un individu de type d :

bow B.,ulm.Rgz Z(sk) . ou ! = ﬁ.Rﬁ.Z m(st)
k

c(s0) p c(sk) wq(so)

et

e _ M) R (o) 1 (o) o)
_5-M1x.z - . wal(50) 62}; wa(or) ;

ci(so) ~ Calse)

et, le fait que les individus de chaque type soient extrémement homogénes per-
met de les agréger, c’est-a-dire de les réécrire en y remplacant les quantités
individuelles par des agrégats CZ(sg+) et W, (sg=).

4 Marchés complets et PEAPI

On dit que le systéme de marchés de I’économie est complet - on parle alors
de "marchés complets" - si fonctionnent simultanément a la date 0 les marchés
walrasiens de tous les biens conditionnels. Il est équivalent de dire qu’a la date
0 sont simultanément en équilibre tous les marchés walrasiens de "promesses
élémentaires de livraison de numéraire conditionnel" (PELNC), les prix futurs
au comptant des autres biens étant rationnellement anticipés. On note p* (s~ )
les prix d’équilibre de ces PELNC ; le choix du bien & comme numéraire se
traduit par p®(sg) = 1 ; le paiement, a la date 0 du prix p”(sg), en numéraire
de cette date, permet d’obtenir la livraison, & la date 1, d’une unité de x si et
seulement si se réalise I'état sy.

Le fait que I’équilibre général se trouve réalisé uniquement par des transac-
tions qui sont toutes réglées simultanément & la date 0 se traduit, pour chaque
individu, par le respect de 'unique contrainte budgétaire actualisée



SN (swe). [Esne) — wh(swe)] + TP (s0) — D 5% (s1)-If (s0)-R* (s1,) = 0.
k* 1 k

L’écriture des conditions de ’équilibre individuel est immédiate si ’on adopte,
comme représentation, strictement équivalente, des préférences individuelles, la

fonction d’utilité
() = TTTT [ i)
k* 1

. _ . _ b7
avecuolzl_i_lﬂ,,ukl* 1‘55) quetdoncZZuklfl

Si 'on note w; le revenu actualisé de I’ 1nd1v1du i, deﬁm par
ZZp s ).wh(spr) — IF(s0) + Zp Sk)- so) R*(sp),

celles des conditions de I’équilibre individuel qui sont des demandes individuelles
de biens conditionnels s’écrivent immédiatement

f?l(sk* ).Eé(sk*) = uz*lm

Il est important de remarquer qu’il n’existe pas d’autres conditions de I’équilibre
individuel que ces fonctions de demande ; ce sont les fonctions individuelles de
demande de numéraire contingent qui se combinent pour fournir immédiate-
ment les équations d’Euler respectivement assoclées aux K actifs financiers que
sont les PELNC :

/”ng lu:$ ) T Moz Mg
= — c’est-a-dire = B,;.m(sk). —
T ls0) &) 7 on) o) T E o 7o)

Le fait que le bien z soit le numéraire implique p*(sg) = 1 et permet donc
d’écrire

D" (k)2 (s) = Bm(sk). 212 22 (s0) Vk
Koz
Revenons & notre économie de départ, & deux types d’individus et dont le
systéme de marché est incomplet. Considérons, & ’équilibre général de cette
économie, les consommations de numéraire conditionnel de I'individu ¢, notées
c¥(sg~), et définissons des prix notés p¥(sy) par la condition

Py (sx) = B.yr(sk).ﬂiu i (s0) k.

Hioz Cf (sk)

Etant donné I'individu 4, on peut considérer ces prix, appelés "prix d’état ac-
tualisés personnels implicites ("PEAPI"), comme les prix actualisés du numéraire
qui devraient se fixer sur un sytéme de marchés complets pour que, confronté
a eux, lindividu ¢ prenne des décisions identiques a celles qu’il prend dans
I’économie de départ.



Bien évidemment, c’est seulement a l'individu qui lui fournit son indice %
qu’est associé un systéme de PAPI ; en principe des systémes différents sont
associés a des individus dfferents et c’est seulement si le systéme de marchés
était complet au départ que le systéme des PEAPI est identique pour tous.

La commodité des PEAPI consiste en ce qu’ils permettent, pour chaque
individu,

- d’écrire des équations d’Euler de ¢ pour ces actifs particuliers que sont les
PELNC ;

- toute espéce d’évaluation par arbitrage réalisée par I'individu i.

5 La courbes IS

Une maniére naturelle de "boucler" le modeéle & deux individus représentatifs
que nous avons construit est d’exprimer que c’est au méme rendement R§ que
préte d et qu’emprunte f. Cette variable exogéne est le parameétre dont dépend
I’équilibre général et associer a chacune des valeurs qu’elle prend la valeur cor-
respondante de 'agrégat I*(sg) revient a construire point par point la courbe
IS de I’économie.

Malgré nos hypothéses simplificatrice extrémes, les équations finales sont
relativement lourdes mais la démarche qui y conduit reste lisible.

Le bouclage par une valeur de départ de R se traduit immédiatement par
une condition sur les PEAPI des deux types d’individu :

=T 1 =T
Zpd(sk) = R = pr(sk)'
k 0 k
Ces PEAPI ont pour expressions

WT(S())
WT(Sk)

PE(sk) = B.7(sk). Vk, pour T =det 7 = f.

Les W, (sg~) sont définis par les relations comptables

Wa(so) = Q5(0) + p¥(s0).Q(s0) — B — I*(s0),
Wd(Sk) = BR(z) + II(So)Rw(Sk) Vk,
Wf(So) = B,

Wi(sk) = Q}(l) —&-py(sif).Qii(l) — B.R§ VEk,

Wa(so) et les.Wy(s) doivent étre réécrits en tenant compte des conditions
d’équilibre sur les marchés au comptant de biens

1 — po, [25(0) — I*(s0)]

py(SO) N MTI ’ QZ(SO) 3
v =, Qf(l) + I%(s0).R* (sk)
phlew) = fy Q7(1) VE,

ce qui conduit &



Wals0) = = [0 (s0) = I*(s0) oy B].

1o, § ,
Wi(sw) = . — [Q"}(l) 4 (1= py,) I (s0).R¥(sy) — puy, . B.RE| V.

Au terme de cette suite de substitutions, les deux équations initiales con-
stituent un systéme, paramétré par R, dont 'une des inconnues est I7(sp).

6 Conclusion

Davantage que la prise en compte d’une incomplétude, '’hypothése de ’existence
de plusieurs biens dans chaque état de la Nature caractérise la profonde dif-
férence entre les modélisations des "financiers" et celles des "économistes". La
rituelle allusion & la distinction, sans grandes applications, entre "optimalité
contrainte" et "sous-optimalité contrainte" ne peut qu’étre approfondie par
I’examen d’une sorte de feedback, ici réduit a l’essentiel, entre 1’équilibre sur
les marchés au comptant de biens et les équations d’Euler, elles-mémes difficiles
a agréger.
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